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RÉSUMÉ. La rupture d’une chaîne axiale endommageable est étudiée en comparant la réponse du système discret considéré 
avec celui d’un milieu continu non local équivalent. L’approche de la Mécanique de l’Endommagement Discret (MED) est 
basée sur un modèle microstructuré composé d’une série périodique de ressorts élastiques endommageables (MED d’un 
système axial). Un tel système discret endommageable est mathématiquement équivalent à la formulation en différences 
finies du comportement d’un Milieu Continu Endommageable (MCE).  
Le modèle du MCE non local considéré dans cette étude est principalement construit à partir d’une procédure de 
continualisation appliquée à un schéma en différences fines centrées basé sur des conditions aux limites de type statique, 
relevant d’une loi cohésive entre effort normal et déplacement. Une comparaison des résultats issus de la méthode discrète 
avec l’approche continue montre l’efficacité de cette nouvelle modélisation non locale construite à partir d’arguments 
micromécaniques, en particulier pour analyser les effets d’échelle. 
ABSTRACT. The failure of a discrete elastic-damage axial system is investigated using both a discrete and an equivalent 
continuum approach. The discrete damage mechanics (DDM) approach is based on a microstructured model composed of a 
series of periodic elastic-damage springs (axial DDM lattice system). Such a damage discrete system can be associated with 
the finite difference formulation of a Continuum Damage Mechanics (CDM) evolution problem. 
The nonlocal CDM model considered in this study is mainly built from a continualization procedure applied to centered 
finite difference schemes and based on static boundary conditions equivalent to a damage cohesive law. A comparison of the 
discrete and the continuous problems for the chains shows the effectiveness of the new micromechanics-based nonlocal 
Continuum Damage modeling, especially for capturing scale effects. 
MOTS-CLÉS :Matériaux microstructurés ; Chargement distribué ; Milieu continu endommageable ; Système discret ; Effet 
d’échelle ; Localisation. 
KEY WORDS: Microstructured material ; Distributed loading ; Continuum Damage Mechanics ; Discrete system ; Scale 
effect ; Localization. 
1. Introduction 
Dans cette étude, des questions fondamentales de modélisation des phénomènes de rupture sont abordées à 
abordées à partir d’un système endommageable unidimensionnel. Le but est d’établir, au moins pour un problème 
structurel uniaxial assez élémentaire, un pont entre la Mécanique de l’Endommagement Discret (MED) et celle 
d’un Milieu Continu Endommageable (MCE) non local. Il est actuellement admis que la mécanique d’un MCE 
doit être considérée dans un cadre non local afin d’obtenir des résultats cohérents, notamment lors de la 
modélisation numérique de phénomènes de radoucissement basés sur des lois d’endommagement. Pijaudier-
Cabot et Bažant [PIJ 87] ont les premiers développé un modèle non local intégral phénoménologique qui a 
prouvé son efficacité pour prédire les phénomènes de microfissurations et leurs effets à l’échelle de la structure. 
Cependant, durant les trente dernières années, la justification de la non localité en lien avec la physique du 
matériau et la détermination exacte de la longueur caractéristique associée ont été, et sont toujours débattues. 
Une justification théorique basée sur des arguments micromécaniques est nécessaire pour cette modélisation 
macroscopique non locale du MCE, comme déjà stipulée dans la littérature [BAZ 87]. Dans cette étude, il est 
tenté de montrer que la source de la non localité à l’échelle du volume observé peut provenir du caractère 
discontinu ou discret du matériau à une échelle inférieure. Une détermination analytique de la longueur 
caractéristique associée à cette non localité est proposée en fonction de la longueur des éléments périodiques 
constitutifs d’une chaîne axiale microstructurée endommageable. 
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La démarche suivie dans cette étude pour établir une continuité entre une approche discrète et continue, i.e. 
entre la MED et celle d’un MCE non local, est basée sur une procédure dénommée de « continualisation ». 
Techniquement, cette procédure utilise un développement asymptotique de l’opérateur discret apparaissant dans 
les problèmes formulés en différences finies pouvant conduire à des opérateurs différentiels d’ordres supérieurs. 
Le système discret considéré découle ici d’une chaîne composée de micro éléments périodiques. Pour une 
longueur finie de cette structure, le meilleur milieu continu équivalent est recherché. La méthodologie pour 
transposer un problème discret en un problème continu a déjà fait l’objet de nombreuses recherches, notamment 
dans le cas de l’élasticité de chaînes axiales [COL 81] [ROS 86] [TRI 93] [AND 09] ou plus récemment pour la 
flexion élastique de systèmes linéaires [CHA 14a]. Dernièrement, une modélisation non locale du MCE d’une 
poutre a été étudiée à partir d’un système linéaire discret périodique en flexion [CHA 14b].  
Dans cette communication, une chaîne discrète axiale endommageable en présence de chargement axial non 
uniforme (correspondant par exemple à une chaîne pesante), est étudiée. La réponse exacte du système discret est 
comparée à celle du modèle du MCE non locale obtenue selon la procédure de continualisation. Cette étude peut 
être considérée comme une première étape du fondement micromécanique unidimensionnel d’un modèle de MCE 
non local, à travers un système paradigmatique d’une chaîne axiale discrète, périodique et sous gradient de 
contrainte. L’approche déterministe retenue adopte un mode de chargement monotone. 
2. Système discret et mécanique de l'endommagement discret (MED) 
2.1. Equation d’équilibre 
Le système endommageable étudié est composé de n éléments périodiques composant une chaîne discrète 
comme représenté en Figure 1. Les n éléments répétitifs ont la même longueur initiale dénotée, a, et L est la 
longueur totale de la chaîne, tel que L = na. 
La chaîne est chargée axialement sur toute sa longueur selon des efforts normaux linéairement croissants. 
Cette distribution d’efforts peut être associée à la modélisation d’une chaîne suspendue et soumise à son poids 
propre. 
 
 
 
 
 
a 
 
 
a 
a 
nœud 0 
nœud 1 
nœud 2 
nœud n – 1 
nœud n 
L 
qa 
qa 
qa 
ressort 1 
(1 – D1) 
ressort 0 
(1 – D0) 
qa 
ressort n – 1 
(1 – Dn – 1) 
pa = l0 + a 
Zone 
endommagée : 
D > 0 
Zone non 
endommagée : 
D = 0 
l0 
 
Figure 1. Chaîne axiale sous son propre poids par unité de longueur, q. 
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L’équation d’équilibre dans sa forme discrète peut s’écrire : 
 1i iN N q
a
    [ 1 ] 
où Ni est l’effort normal dans le ressort axial endommageable. 
2.2. Comportement élastique endommageable 
Chaque ressort i a un comportement élastique endommageable dont l’élongation dépend de l’effort normal, Ni 
appliqué à l’élément i : 
 1
1
i i i
i
i
N u u
N ES
D a
  

%  [ 2 ] 
où iN
% désigne l’effort normal effectif dans le ressort i, et E le module d’Young du matériau élastique 
équivalent pour une section S. ui = u(x = xi = ia) est le déplacement au nœud i et Di est l’endommagement de 
l’élément i variant de 0 pour élément non endommagé à 1 pour un élément totalement ruiné. La fonction 
d’endommagement est supposée être de la forme suivante : 
  , 1 0ii i i
y
u
f u D D
u


    

 où 1 1i i i
y
u u
D
a


    avec 
y
y
u
a


   [ 3 ] 
où  désigne le paramètre adimensionnel contrôlant la dérivée de la fonction charge – déplacement. Les 
conditions de charge – décharge de Kuhn-Tucker peuvent se formuler : 
  , 0i if u D  , 0iD & ,  , 0i i if u D D &  [ 4 ] 
En supposant un chargement monotone, la loi d’évolution dans la partie endommagée de la chaîne est régie 
par le critère de charge f (ui,
 
Di) = 0, conduisant à contraindre une relation entre ui et Di. 
2.3. Equation du champ de déplacement dans la partie endommagée de la chaîne 
En régime nonlinéaire, les équations [1], [2] et [3] conduisent à l’équation non linéaire, formulée en 
différences finies, du champ de déplacement  
 1 1 1 1
2
2 1 1
1i i i i i
y
u u u u u
ES q
aa  
   
   
    
  
 [ 5 ] 
Il est à remarquer que cette équation différentielle non linéaire est maintenant écrite sous une forme 
symétrique par rapport à l’indice i considéré. Cette propriété n’était pas vérifiée dans la première équation 
d’équilibre [1], écrite selon une différence finie du premier ordre décentrée à gauche. 
Une approximation continue de cette équation aux différences finies peut être obtenue par une procédure de 
continualisation basée sur le changement de variable suivant ui = u(x = ia) valable pour des champs de 
déplacements suffisamment réguliers. 
      
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x
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
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
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x

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
 [ 6 ] 
où x x     désigne la dérivée partielle longitudinale et 
xae

est un pseudo opérateur différentiel. En 
développant l’écriture au quatrième ordre de cet opérateur défini en [6], la relation [5] peut être continualisée :  
    42 4
1 2 1 1 2
1 1
12 3y y y
u u u u
ESu ESa u a q
    
       
                     
 [ 7 ] 
Cette équation différentielle nonlinéaire peut être vue comme une approximation non locale des équations 
relatives à la MED dans la zone endommagée. 
2.4. Réponse globale du système discret élastique endommageable 
Dès que l’endommagement est initié pour un chargement monotone, la réponse de la chaîne devient 
nonlinéaire dans la zone endommagée qui s’étend à partir de l’extrémité fixée au point d’ancrage en x = 0. La 
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solution en déplacement dans cette zone endommagée est étudiée dans un premier temps. En combinant les 
équations [1], [2] et [3], le champ de déplacement du système discret endommageable peut être obtenu à partir de 
la fonction nonlinéaire d’endommagement Di tel que : 
  
 
 
1
1
i y
i
q L ia
D
ES D
 

 

 [ 8 ] 
L’introduction du paramètre adimensionnel de charge , tel que  = q/qy = qL/ESy où qy est la déformation 
en limite élastique des éléments, conduit à : 
  
*
2
1 11
0i i
x
D D

 
 
    avec * *
x ia i
x ia
L L n
     [ 9 ] 
Pour  > 1 avec  ≥ 1, dans la phase d’écrouissage du régime d’endommagement, un processus actif 
d’endommagement se produit et la variable d’endommagement, Di, du problème discret dépend directement du 
paramètre de charge . L’équation [9] donne en fait deux solutions pour la variable d’endommagement : 
  
2
*1 1 1
2 2
iD x
  
  
  
    
 
  [10] 
La solution minimale du polynôme du second degré en [9] est relative à la phase de d’écrouissage, annotée 
« + » avec D
+
, tandis que la solution maximale est relative à la phase de radoucissement, annotée « – » avec D–. 
La transition entre les phases d’écrouissage et de radoucissement est obtenue dans le premier élément connectée 
au point fixe qui demeure le plus sollicité de la chaîne (voir Figure 1) pour une charge max telle que :  
    
2 22
max
1 11
0 1 1
2 4 4
  

   
  
       
 
  [11] 
Ceci signifie que dans la phase d’écrouissage, pour un facteur de charge donné tel que   [1;max], il existe 
p éléments ou ressorts subissant un endommagement actif et n – p ressorts complémentaires, vers l’extrémité 
libre, en élasticité pure (voir Figure 1). Le nombre p de ressorts subissant un endommagement actif dépend du 
facteur de charge . Ce nombre entier p peut être calculé à partir de longueur l0 correspondant à la longueur de la 
zone endommagée à l’extrémité de laquelle, pour x = l0, la variable d’endommagement s’annule : 
  * * *0 0
1
0 1iD x l l

       avec *0 0l l L  [12] 
Le nombre p de ressorts actifs est alors borné par : 
 *
0
1 1
1
p p
l
n n

     soit 
1
1p n


 
  
 
  [13] 
où x désigne la partie entière de x, i.e. E(x). Durant le processus d’écrouissage, pour les p ressorts actifs, 
l’équation aux différences finies du premier ordre doit être résolue à partir des équations suivantes : 
 1 1i i i
y
u u
D
a


     avec  
2
*1 1 1
2 2
iD x
  
  
       
 
 [14] 
Cette dernière équation aux différences finies doit être intégrée numériquement par une méthode explicite (ou 
récursive) à partir de la condition limite à l’extrémité fixe où le déplacement est nul, i.e. u(0) = 0.  
Dès que le facteur de charge atteint la charge maximale, i.e. pour  = max, le régime de radoucissement se 
produit uniquement dans le premier élément. Pour un chargement monotone, la charge appliquée dans la chaîne 
ne peut ensuite que décroître, les autres éléments n’étant jamais concernés par cette phase de radoucissement 
puisqu’ils n’auront jamais subi la charge maximale max uniquement atteinte dans le premier élément. Les p – 1 
autres éléments endommagés subiront une phase de décharge avec un comportement élastique linéaire défini 
selon une variable d’endommagement constante correspondant à celle localement atteinte au maximum pour 
 = max, tandis que les n – p ressorts non endommagés subiront une décharge élastique linéaire selon un chemin 
charge – déplacement identique à celui emprunté lors de la phase de chargement. 
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En phase d’écrouissage (comme de radoucissement) du premier élément constitutif de la chaîne, le 
déplacement du premier nœud peut donc être parfaitement défini à partir de conditions aux limites de type 
statique, relevant d’une loi cohésive entre effort normal et déplacement dans le premier élément attaché au point 
fixe en Figure 1 : 
    
*
011
y
Du n
n



  avec 
2
0
1 1
2 2
D
  
  
      
 
  [15] 
3. Continualisation du système en différences finies centrées 
L’équation d’équilibre en [1] et la loi constitutive de la MED en [2] peuvent aussi être exprimées selon un 
schéma de différences finies centrées : 
   1 2 1 2ˆ ˆ1 i ii i
u u
N ES D
a
  
   
 
 avec 
1 2 1 2
ˆ ˆ
i iN N
q
a
 
    [16] 
où ˆ iN  et 
ˆ
iD  sont respectivement la force normale et l’endommagement, considérés comme localisés au 
milieu de l’élément i (voir Figure 1). De façon analogue, ce schéma peut aussi s’appliquer à la fonction 
d’endommagement précédemment définie en [3] tel que : 
  1 2 1 2 ˆ1i i y i
u u
D
a
 
 
   [17] 
La combinaison des équations [16] et [17] conduit exactement à l’expression du champ de déplacement en 
différences finies préalablement obtenues dans le cadre général en [5]. L’application de la méthode de 
continualisation présentée dans la partie 2.3 conduit dans la phase d’endommagement actif, pour x  [0;l0], à : 
 
2
ˆ ˆ
24
a
N N q     with 
2ˆ
ˆ 241
N a
ES u u
D
 
   
  
 [18] 
et la fonction d’endommagement donne : 
 
 
 
2 ˆ
ˆ1
ˆ24 1
y
a N
u u D
ES D
     

 [19] 
Il peut être vérifié que cette équation obtenue par continualisation conduit bien à celle obtenue précédemment 
pour le champ de déplacement en [7], au moins pour le même ordre de développement considéré. Dans le cas 
présent, l’équation d’équilibre peut être intégrée à partir des mêmes identifications de déplacement :  
 1 2 1 2
ˆ ˆ
i iN N
q
a
 
   avec 1 2
ˆ 0nN     ˆ
2
i
qa
N q L ai     [20] 
Il est à noter que 1 2
ˆ
nN   représenterait l’effort normal dans le (n+1)
ème
 ressort fictif suspendu par son 
extrémité supérieure à la dernière masse en bout de chaîne et sans aucune masse à son extrémité inférieure (voir 
Figure 1). La combinaison de cette dernière équation avec la fonction d’endommagement en différences finies 
centrées obtenue en [17] aboutit en phase d’écrouissage à :  
  
2
1 1ˆ 1
2 2 2
x a
D x
L L
  
  
            
   
 [ 21 ]  
L’approximation de Padé de l’opérateur en différences finies centrées est le suivant :  
 
2
2
2
2
1 ...
24
1
24
x
x x
x
a
a
  
     
   
 [ 22 ]  
Les relations de non localité selon l’effort normal ou de la déformation obtenue en [18] ou [19] peuvent donc 
être converties en des relations de non localité exprimées selon le chargement : 
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2
ˆ
24
a
N q q     avec 
2ˆ ˆ
ˆ ˆ241 1
N a N
ESu
D D

 
     
 [ 23 ]  
ou encore exprimées selon l’endommagement : 
 
2
ˆ ˆ1
24
y
a
u D D  
 
    
 
équivalent à  2*ˆ ˆ1 c
y
u
D l D


   avec 
*
*
2 6
c
a
l   [ 24 ]  
La formulation caractéristique d’une loi non locale au sens d’Eringen, constitutive d’un MCE non locale 
reliant de manière différentielle l’effort normal à la déformation apparaît alors avec une longueur interne 
longueur interne caractéristique, lc, constante et égale, telle que : lc
2
 = a
2
/24. 
Grâce à l’approximation de Padé des équations [18] ou [19], la résolution du champ de déplacements trouve, 
sur l’ensemble de la chaîne, une solution analytique qui vérifie les conditions aux limites posées. La continuité de 
l’effort normal en limite de zone endommagée, en x = l0, doit notamment être vérifiée, i.e. N
–
(l0) = N
+
(l0) : 
        
* ** * * * * * * *
0 0 0 0
* *
u l a u l u l a u l
a a
      
  [ 25 ]  
où les annotations « 
*
 » désignent les variables adimensionnelles selon la longueur L de la chaîne telle que 
u
*
 = u/L, et a
*
 = a/L=1/n, et « 
+
 » et « 
–
 » désignent les déplacements de la chaîne dans la partie endommagée i.e. 
pour x  [0;l0], et non endommagée respectivement i.e. pour x  [l0;L]. Dans le cas d’un modèle cohésif, la 
continuité du déplacement en limite de zone endommagée, implique aussi une continuité en x = l0 +a puisque la 
continuité de l’effort normal selon l’équation [24] conduit à : u–(l0+a) = u
+
(l0+a). Il est à noter que cette dernière 
condition est en accord avec celle posée en x = a. En d’autres termes, l’influence de l’endommagement doit être 
considérée sur une longueur correspondant à l0, s’étendant ici de x = a à x = l0+a. 
Le déplacement adimensionné dans la partie élastique pure, ou non endommagée, pour x  [l0;L], noté u
+*
, 
peut être obtenu par exemple par intégration de la fonction de charge [3] pour un endommagement nul selon 
l’abscisse adimensionnée x* = x/L : 
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 [ 26 ]  
Le paramètre additionnel A dépend de la condition limite considérée pour la connexion avec la zone 
endommagée. Dans le cas de conditions aux limites relevant d’une loi cohésive, la détermination de A donne : 
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 [ 27 ]  
3.1. Phase d’écrouissage 
Dans la cas d’un processus d’endommagement actif (en phase d’écrouissage) pour x  [0;l0+a/2], ˆ ˆD D
  et 
l’équation [24] peut être intégrée selon x* à partir de la fonction d’endommagement définie en [24] : 
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 [ 28 ]  
où B est un paramètre qui dépend de la condition limite appliquée au premier élément de la chaîne, à 
l’extrémité fixe. Les conditions limites non locales équivalentes aux conditions limites de l’effort normal 
exprimées dans le premier élément conduisent à la définition d’une valeur de déplacement au premier nœud selon 
l’endommagement uniquement induit dans le premier élément comme préalablement établi en [15]. 
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 [ 29 ]  
L’insertion de cette équation dans la relation [28] donne le déplacement adimensionné dans la partie 
endommagée pour x  [0 ;l0], noté u
–*
 selon l’abscisse adimensionnée x* = x/L : 
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 [ 30 ]  
3.2. Phase de radoucissement 
Comme mentionné dans la partie 2.4, au delà du la charge maximale max= (1–)
2
/4, l’endommagement 
actif ne se produit que dans le premier élément, les autres éléments subissant une décharge élastique linéaire pour 
un état d’endommagement constant, voir nul si x  [l0Max;L] où l0Max est la longueur d’endommagement maximal 
atteinte pour  = max qui peut également s’écrire à partir des relations [11] et [12] sous sa forme adimensionnée 
comme l0Max/L = (1–)
2
/(1+)2. Pour x  [0,l0Max], la relation [23] conduit à  
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 
 [ 31 ]  
où maxDˆ
 désigne l’endommagement maximal atteint pour  = max. En considérant le déplacement du premier 
nœud selon la loi cohésive considérée, voir [15], avec ici un endommagement actif en phase de radoucissement 
noté 0D
  correspondant à la solution maximale de D donnée en [10], l’intégration de l’équation [31] donne : 
 
  3 3* * 2* * *0
*
1 2 1 2 1 1 1
1 3 2 2 21
2
2
c
y
u x D n
x x l
n n n n
x
n
 
 
 
  
              
   
    
  
 
avec 
2
0 1 2
1 1 ˆ ˆ
2 2 2
a
D D D
  
  
             
   
 
[ 32 ]  
 
 
Figure 2. Déplacement normalisé de l’extrémité libre d’une chaîne discrète composée de 4 éléments (n = 4) 
avec  = 4, selon le MDE et le modèle du MCE non local présenté. 
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3.3. Résultat : déplacement de l’extrémité libre de la chaîne 
Le déplacement adimensionné de l’extrémité libre de la chaîne,  = u(L), peut être normalisé selon le 
déplacement obtenu également à l’extrémité libre, pour un facteur de charge  = 1, soit pour la limite élastique 
de l’ensemble de la chaîne qui est notée y. A partir de l’équation [25], on pourra par exemple noter que cette 
limite élastique vérifie la relation suivante y/L = (1+n)/2n. Le déplacement normalisé /y peut alors être calculé 
à partir des relations établies en [30] pour x = l0+a puis en [26] pour x = L et être comparé ensuite à celui du 
système discret calculé à partir de l’équation [14] par une méthode récursive, voir § 2.3. La Figure 2 montre une 
très bonne concordance, et ce avec un nombre d’éléments réduit à 4, i.e. n = 4, entre les résultats obtenus selon la 
MED pour le système de référence et par le modèle non local du MCE proposé ici avec des conditions aux 
limites statiques relevant d’une loi de type cohésif. 
4. Conclusion 
Dans cette étude, un endommagement uniaxial est considéré pour étudier et analyser les phénomènes 
fondamentaux liés à la rupture de systèmes composés d’éléments discrets et périodiques. Ce problème a été 
résolu comme un MED et modélisé comme un MCE non local. En utilisant une procédure de continualisation, il 
est montré qu’une chaîne microstructurée endommageable se comporte comme un élément continu 
endommageable et non local. Il est surtout démontré, dans le cas étudié, que le modèle non local équivalent 
possède alors une longueur caractéristique constante, indépendante du facteur de charge, dont le carré est égal à 
a
2
/24. Des résultats similaires quant au caractère intrinsèque de la longueur caractéristique ont déjà été obtenus 
pour un MED dans une configuration différente [CHA 14b]. En effet, lorsqu’une chaîne d’éléments en flexion est 
considérée, le carré de la longueur caractéristique du MCE est alors tel que lc
2
 = a
2
/12. 
La méthode de continualisation fait apparaître une non localité à la fois dans la loi constitutive mais aussi 
dans la fonction d’endommagement. Un modèle de MCE nonlocal totalement couplé est alors développé sur la 
base d’arguments physiques liés à la microstructure de la matière. Le terme de non localité introduit dans le 
modèle d’endommagent non local est ici rigoureusement identifié par rapport à la taille des éléments périodiques 
constitutifs de la chaîne axiale endommageable de référence. 
Naturellement, une généralisation de ce modèle unidimensionnel pourra être envisagée à l’avenir pour des 
problèmes bi ou tridimensionnels de MED approchés par des modèles de MCE non locaux. 
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